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Abstract 

Let CP be a proper smooth formal V-scheme, X a closed subscheme of the special fiber of CP, E e F-D^^Dtp q) 
with support in X. We check that £ is CD tp Q-overcoherent if and only if, for any morphism / : CP' — > CP of smooth 
formal V-schemes, / ! (£) is Dp, ^-coherent. 
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Introduction 

Nous aimerions disposer d'une bonne cohomologie /?-adique, i.e., d'une categorie de Q p -objets sur des varietes 
de caracteristique p stable par les six operations cohomologiques de Grothendieck, a savoir ®, CHom, /*,/*, f\ et /•. 
Pour cela, en s'inspirant de la caracteristique nulle, Berthelot a elabore une theorie des D-modules arithmetiques (pour 
une introduction, on consultera |Ber02|). Plus precisement, soit V un anneau de valuation discrete complet d'inegales 
caracteristiques (Q,p), de corps des fractions K, de corps residuel k suppose parfait. Soit CP un V-schema formel lisse. 
II construit (voir [Ber02] ou [Ber96|) alors le faisceau des operateurs differentiels de niveau flni sur CP, note CDjp Q. Ce 
faisceau est le complete faible p-adique (d'ou le symbole « f ») tensorise par Q (d'oil le symbole « Q ») du faisceau 
CDy des operateurs differentiels usuel sur CP. Un CD-module arithmetique sur CP signifie un CD y Q-module (toujours a 

gauche par defaut). Un F-Dy Q-module (resp. F-objet) est un CDy Q-module (resp. objet) muni d'une structure de 

Frobenius. En outre, il a defini l'holonomie de maniere analogue au cas classique : un F-Dy Q-module coherent est 
holonome s'il est nul ou si la dimension de sa variete caracteristique est egale a la dimension de CP. Rappelons que pour 
definir canoniquement la variete caracteristique, on a besoin de la structure de Frobenius afin de descendre au niveau 
(surtout, sans la structure de Frobenius, la variete caracteristique depend a priori du niveau choisi : voir IBerOOl 5.2.4]). 
L'holonomie est une notion stable par foncteur dual (voir [ VirOO, III.4.4]) et par produit tensoriel externe (voir |Ber02 
5.3.5.(v)]). Concernant les autres operations, il conjecture (voir [Ber02, 5.3.6.]) que la categorie des F-complexes de 
CD-modules arithmetiques a cohomologie bornee et holonome est stable par image directe par un morphisme propre, 
par image inverse extraordinaire (ces deux conjectures impliquant d'ailleurs la stabilite de l'holonomie par image 
directe extraordinaire, image inverse et par foncteur cohomologique local). 

Afin de disposer d'une categorie stable par de telles operations cohomologiques, nous avions dans [Car04, 3] defini 
la notion de CDy Q-surcoherence. Par definition, un complexe de CDj, Q-modules a cohomologie bornee et coherente 
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est surcoherent si sa coherence est preservee par foncteur cohomologique local et image inverse extraordinaire par 
un morphisme lisse. Nous avions verifie que cette notion de surcoherence est preservee par l'image directe d'un 
morphisme propre, par image inverse extraordinaire et par foncteur cohomologique local. Dans ce travail, pour tout V- 
schema formel CP propre et lisse, nous etablissons la caracterisation suivante de la Dy ^-surcoherence qui n' utilise pas 

le foncteur cohomologique local : un F-complexe £ de Dy ^-modules a cohomologie bornee et coherente est CDy q- 
surcoherent si et seulement si, pour tout morphisme / : CP' — > CP de V-schemas formels lisses, /• (£) est a cohomologie 
Dp, ^-coherente (voir |2.2.lT i. 

Voyons maintenant le contenu des deux parties de cet article. Dans la premiere partie, nous definissons la notion 
de surcoherence sur un sous-schema ferme X de la fibre speciale de CP de la facon suivante : un complexe de CO J, q- 
modules est surcoherent sur X si, pour tout morphisme / : CP' — * CP de V-schemas formels lisses tel que /(CP') C X, 
/ ! (£) est a cohomologie CD^, ^-coherente (voir ll.2.3b . Nous verifions de plus que pour tout F-complexe £ surcohe- 
rent sur chacun de ses points fermes, il existe un ouvert lisse dense de son support sur lequel les espaces de coho- 
mologie de £ soient associes a des F-isocristaux convergents. Les CD-modules arithmetiques provenant d'isocristaux 
(sur)convergents ont un enorme avantage : il est possible de faire de la descente propre generiquement finie et etale, 
ce qui permet en 1' occurrence d'utiliser le theoreme de desingularisation de de Jong. 

Dans la seconde partie, nous etablissons que lorsque CP est propre, un F-complexe de CDy q -modules £ est COy q- 
surcoherent si et seulement s'il est surcoherent sur son support. L'idee est de proceder par recurrence sur le support 
de £. En gros, notamment en utilisant le fait que £ est aussi surcoherent sur ses points fermes, il devient possible 
de devisser £ en un F-complexe dont le support est de dimension strictement inferieure a celle de £ et en un F- 
complexe dont les espaces de cohomologie sont associes a des F-isocristaux surconvergents via F equivalence de 
categories usuelle (voir l2.1.1.U . En procedant par recurrence sur la dimension du support de £, il suffit alors d'etablir 
le resultat pour les F -complexes dont les espaces de cohomologie sont associes a des F-isocristaux surconvergents, ce 
qui s'etablit par descente via le theoreme de desingularisation de de Jong. 

Notations 

Tout au long de ce travail, nous garderons les notations suivantes : les schemas formels seront notes par des lettres 
calligraphiques ou gothiques et leur fibre speciale par les lettres romanes correspondantes. Si / : X 1 — > X est un 
morphisme de schemas ou de schemas formels, on note dx la dimension de X et d X ' jx la dimension relative de /. 
De plus, la lettre V designera un anneau de valuation discrete complet, de corps residuel parfait k de caracteristique 
p > 0, de corps des fractions K de caracteristique 0. On fixe s > 1 un entier naturel et F sera la puissance s-ieme de 
Fendomorphisme de Frobenius. Si £ est un faisceau abelien, £q designera £®zQ. Lorsque cela n'est pas precise, 
les modules sont des modules a gauche. Les £-varietes sont les fc-schemas separes et de type fini. Tous les fc-schemas 
seront reduits. Lorsque le symbole ensemble vide « » apparait dans une notation, nous ne l'indiquerons pas (e.g., 
« COy „ » a la place de « COy (0)q »). 

Si A est un faisceau d'anneaux, D h (A) la categorie des complexes de /l-modules a cohomologie bornee. De plus, 
les indices « coh », « surcoh », « parf » signifient respectivement « coherent », « surcoherent » « parfait ». 

1 Surcoherence et surcoherence sur un sous-schema ferme 
1.1 Rappels et notations 

Pour une introduction efficace aux D-modules arithmetiques de Berthelot, on pourra consulter [Ber02|. En ce qui 
concerne les isocristaux surconvergents de Berthelot, on pourra se reporter a 1' ouvrage | LS07 ] pour une etude complete 
de leur construction. Ensuite, pour les liens entre ces deux theories, on lira [Ber96 4], |Ber00, 4.6], JCar05|, ICa r06aL 
|Car07|. Precisons tout de me me nos notations et donnons quelques proprietes recentes, utiles pour la suite. 

• Soient / : CP' — > CP un morphisme de V-schemas formels lisses, T un diviseur de P tel que f~ l (T) soit un diviseur 
de P'. On dispose alors d'un foncteur « image directe par / » note / + : (F-)D^ oh (Dy,(^r')(j) — > (F-)D(CD|,C'7 , )q), 
le symbole « (F-) » signifiant que ce foncteur est valable avec ou sans structure de Frobenius. On beneficie de plus du 
foncteur « image inverse extraordinaire par /» note f : (F -)£>eoh( I) S'( +r )Q) ^ ( F -) D (%'C T %)- On note aussi 
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/* := 3i°(f ] [—dpr/p]). Lorsque / est propre, le foncteur /+ preserve la coherence. Lorsque / est lisse, le foncteur /• 
preserve la coherence et /* — ► f' [—dpi / P ] . 

• Lorsque le morphisme / est propre, la version HCar06bl 1.2. 7] (i.e., «D b coh » au lieu de « Z) par f » qui est une 
sous-categorie pleine de D par f = D^ oh : voir les notations du debut de QVir04ID du theoreme de dualite relative implique 
le fait suivant : pourtous £' G D{? o1i (dL (?T')q), £ G D^ oh ('Dy(^r)Q), on dispose alors de Fisomorphisme canonique 
d'adjonction fonctoriel en £ et £' : 

Hon H(tr )o (/+(£'),£) ^ Hom D t /(tno (£',/ ! (£)), 

oil Hom_t (—,—):= H° oRHom ,_t .(—,—) = Horn + ,(—,—). En voici une application (qui nous sera plu- 

jj v.q { 3>,Q> u \ v y,Q) 

sieurs fois utile) : lorsque / est propre et lisse, puisque / ! (£) est alors coherent, on dispose alors du morphisme 
d'adjonction : /+ /■ (£) — » £. 

• Nous exposons brievement ici les resultats de [Car04, 2.2] concernant le foncteur cohomologique local. Soit X 
un sous-schema ferme d'un V-schema formel lisse CP. Le « foncteur cohomologique local a support strict dans X » de 
BCar04l 2.2.6] sera note KT^. Le « foncteur de localisation en dehors de Z » (ou abusivement « foncteur restriction en 
dehors de Z ») note (^X) s'inscrit par definition dans le triangle distingue de localisation en X : 

RLl(£) -> £ -> £( f X) -^MT^(£)[1], (1.1.0.1) 

ou E( T X) designe (^X)(£) (les deux notations sont valables). Ces deux foncteurs M.r} x et (^X) verifient toutes les 
proprietes attendues, e.g., formules classiques de composition, commutation aux images inverses extraordinaires et 
images directes, triangles distingues de Mayer- Vietoris etc (voir !ICar04l 2.2]). 

1.2 Definitions et premieres proprietes 

On designe par CP un V-schema formel lisse. On dispose de la notion de (F-) r Dt ? Q-surcoherence de IICar04l 3.1.1] : 

Definition 1.2.1. Soit £ un {F-)T>tp ^-module coherent (resp. un objet de (f -)Dj? oh (Dy q)). On dit que £ est « Dy q- 
surcoherent » ou « surcoherent sur T » si pour tout morphisme lisse de V-schemas formels lisses y : CP' ^ CP, pour 
tout diviseur T' de P', (^T')(f*E) est un (F-)Dj p , Q -module coherent (resp. un objet de (F-)D^ oh (Dy, Q )). On note 

(f-)D^ urcoh (Dy q), la sous-categorie pleine de (F-)D^ oh (1)y Q ) des complexes Dy Q -surcoherents. 

1.2.2 (Stabilite de la DJp Q-surcoherence et D-modules arithmetiques surcoherents). Avec les notations de 11.2.11 
comme / est lisse et T' est un diviseur de P', les foncteurs /* et ('T') sont exacts. II en resulte qu'un complexe 
est Dy ^-surcoherent si et seulement si ses espaces de cohomologie le sont. 

De plus, d'apres respectivement QCar04l 3.1.5], BCar04l 3.1.7], IICar04l 3.1.9], la D v Q-surcoherence est stable par 
foncteur cohomologique local, image directe par un morphisme propre, image inverse extraordinaire. 

Donnons ici une application de cette stabilite de la surcoherence (voir [CarQ4] 3.2]). Soit Y une £-variete telle 
qu'il existe un plongement de Y dans un V-schema formel propre et lisse CP, un diviseur T de P tel que Y = Y\ T, 
ou Y est F adherence schematique de Y dans P. La stabilite de la surcoherence permet d'etablir que la categorie des 
Dy Q-modules surcoherents tels que £ £(' T) et Mrl(£) £ ne depend que de Y (a isomorphisme canonique 
pres), i.e., ne depende pas du choix de tels plongements de Y dans un V-schema formel propre et lisse. Ses objets 
sont alors naturellement appeles « COy-modules arithmetiques surcoherents ». Plus generalement, lorsque Y est une 
£-variete quelconque, on construit par recollement cette categorie des COy-modules arithmetiques surcoherents. 

II est possible de definir une notion de la surcoherence en evitant de recourir au foncteur cohomologique local de 
la fagon suivante : 

Definition 1.2.3. SoientX un sous-schema ferme def, £ G (F-)D(Dy q). On dit que £ « est surcoherent surX » si £ G 
^cohPy o) et P our tout morphisme / : CP' -> CP de V-schemas formels lisses tel que f(P') C X, f (£) G „). 
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Exemples 1.2.4. 1. Soit £ est un isocristal convergent sur CP, i.e., un DJp Q-module coherent, Oy. ([-coherent. II est 
facile de voir que £ est surcoherent sur P (a priori, ne pas confondre avec « surcoherent sur CP »). En effet, 
pour tout morphisme / : CP' — > CP de V-schemas formels lisses, / ! (£) — — > f*(£)[dpti P ], ou /*(£) est l'isocristal 
convergent sur CP' deduit de £ par image inverse par /. 
De meme, si £ £ ^(Dj, q) nZ)^ o]l (Oj> > Q), alors £ est surcoherent sur P. 

2. Soit £ G Dt arcoh (T)rp q). Alors, pour tout sous-schema ferme X de P, £ est surcoherent sur X. En effet, cela 
resulte de la stabilite de la surcoherence par image inverse extraordinaire ([CarQ4] 3.1.7]). Lorsque CP est de 
surcroit propre et £ est muni d'une structure de Frobenius, on verifiera via l2.2.1l que la reciproque est exacte. 

Remarques 1 .2.5. 1 . Avec les notations [L23] il n'est pas immediat qu'un complexe £ G F-D^ oh (Dy q) soit surco- 
herent sur X si et seulement si, pour tout entier j, CHV(£) soit surcoherent sur X. Le probleme vient du fait que, 
comme le morphisme / n'est pas forcement lisse, le foncteur W ne commute pas en general a /'. Pour definir 
la « COy ^-sur coherence », nous avions pris soin de construire une notion stable par les foncteurs CH7 . Par contre, 
d'apres [2.2.1| c'est bien le cas pour la surcoherence sur P lorsque CP est propre. 

2. Si £ est surcoherent sur X, il n'est pas immediat que KT^ (£) soit surcoherent sur X. D'apres le lemme [T".2.8l 
tout le probleme est de verifier que ICT^ (£) G ^oh^y q)- 

Le lemme qui suit est immediat. 

Lemme 1.2.6. 1. SoientX un sous-schema ferme de P, £ G Z)(CDy «). Pour tout recouvrement ouvert (CP a )aeA de 
CP, £ est surcoherent surX si et seulement si, pour tout a G A, £|CP a est surcoherent surX HP a - 

2. Soient X un sous-schema ferme de P et £' — > £ — > £" — > £'[1] un triangle distingue de -D(C0y q). Si deux des 
complexes sont surcoherents sur X, alors il en est de meme du troisieme. 

Lemme 1.2.7. Soient f : CP' — > CP un morphisme lisse de V-schemas formels lisses, X, X' deux sous-schemas fermes 
de respectivement P et P' tels que f induise un morphisme X' — > X. 

Si £ est un complexe de D^ ob (D Jp q) surcoherent surX alors f' (£) est un complexe surcoherent sur X'. 

Demonstration. Comme / est lisse, f (£) G D^ oh (CDy, „). Le fait que f (£) soit surcoherent sur X' resulte alors de la 
transitivite pour la composition de I'image inverse extraordinaire. □ 

Lemme 1.2.8. SoientX un sous-schema ferme de P, £ G D(D^ q). 

Alors, Mr^(£) est surcoherent surX si et seulement si ffiT^(£) G D^ oh (Dy q) et £ est surcoherent surX. 

Demonstration. Soit / : CP' — > CP un morphisme de V-schemas formels lisses tel que f(P') C X. Le lemme resulte de 
l'isomorphisme/ ! o]Rr^(£) -^-> Kr|_ 1(x) o/ ! (£) = Rrj,, of (£) = / ! (£). □ 

Dans le cas ou le sous-schema ferme est lisse, le lemme [T.2.8l precedent s'affine de la maniere suivante. 

Lemme 1.2.9. SoientX un sous-schema ferme lisse de P, £ G ^oh^y q)- 

1. Si X\,... ,X n sont les composantes irreductibles de X, £ est surcoherent sur X si et seulement si, pour tout 
i = 1 , . . . ,n, £ est surcoherent sur Xi. 

2. On suppose que V immersion fermee X <—t P se releve en un morphisme u : X <— > CP de V-schemas formels lisses. 
Alors, £ est surcoherent sur X si et seulement si w (£) est surcoherent sur X. 

3. Le complexe £ est surcoherent sur X si et seulement si MT^ (£) est surcoherent sur X. 

4. Si £ est surcoherent sur X alors, pour tout diviseur a croisements normaux strict X' de X, WT^., (£) est surcohe- 
rent sur X' . 

Demonstration. La premiere assertion provient du fait que la surcoherence sur X est une notion locale Cvoir ll .2.6I1I >. 
La seconde est immediate. Etablissons a present la troisieme assertion. Par i 1.2. 81 si IRr^(£) est surcoherent surX alors 
£ est surcoherent surX. Reciproquement, supposons £ surcoherent surX. Comme le fait que KT^(£) soit surcoherent 
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sur X est local en CP (voir II .2.61 1 b . on peut supposer que l'immersion fermee X P se releve en un morphisme u : 
X ^ CP de V-schemas formels lisses. Or, d'apres 11.2.9121 m ! (£) est coherent. II en resulte que Mrj^ (£) — > u + u(E) 
est aussi coherent. Par ll .2.81 cela implique que MT^(£) est surcoherent surX. 

Traitons a present la derniere assertion. On suppose done que £ est surcoherent sur X. Comme £ est a fortiori 
surcoherent sur X' (voir l 1.2.7b . d'apres [T. 2. 81 il s'agit d'etablir que KT^, (£) 6 D^ oh (T)}p q). On precede pour cela par 
recurrence sur le nombre de composantes irreductibles X[, ... ,X' r de X'. Supposons r = 1, Comme £ est surcoherent 
sur X', d'apres [L2.9l31 ET^,(£) e D^ oh (P y ). S upposons done r > 2. Posons X" — Ui=2 y ..^X!. On dispose alors du 
triangle distingue de Mayer- Vietoris (voir MCar04l 2.2.16.1]) : 

Rr£ ;n;f „(£) -»ra^,(8)©RT^(2) ^Er^, UJf „(£) -^M^^E^l]. (1.2.9.1) 

Par hypothese de recurrence, KT^-/ (£) © ^E^" est con ^ rent - Comme X[ HX" est de plus un diviseur a croisements 
normaux de X[ a r — 1 composantes irreductibles, par hypothese de recurrence, IRr^,^,, (£) est coherent. II resulte du 
triangle distingue |1.2.9.1| que ]RT^, „(£) est coherent. D'ou le resultat. 

□ 

1.3 Cas des complexes surcoherents sur les points fermes 

Soient CP un V-schema formel lisse, X un sous-schema ferme de P. 

Definition 1.3.1. Un complexe £ £ D^ oh (CO J, «) est dit « a fibres extraordinaires finies sur X » si, pour tout point ferme 
x de X, pour tout relevement i x de l'immersion fermee induite par x de la forme i x : SpfV(x) c — > CP, les espaces de 
cohomologie de /; (£) sont des TiT-espaces vectoriels de dimension finie. 

Lorsque £ est un complexe a fibres extraordinaires finies sur P, on dira simplement que £ est « a fibres extraordi- 
naires finies ». 

On remarque que si £ est a fibres extraordinaires finies sur X, il n'est pas evident qu'il en est de meme pour ses 
espaces de cohomologie. 

Proposition 1.3.2. Soit £ £ D^ oh (T)tp q). Alors £ est a fibres extraordinaires finies sur X si et seulement si £ est 
surcoherent sur chacun des points fermes de X. 

Demonstration. Soit x un point ferme de X. Alors, d'apres [T. 2. 9121 £ est surcoherent sur {x} si et seulement si i' x (£.) 
est surcoherent sur {x}, ce qui equivaut a dire que les espaces de cohomologie de i x (£) soient des ^T-espaces vectoriels 
de dimension finie (e.g., voir ll.2.4[TI ). □ 

Le theoreme qui suit est une version legerement plus fine que IICar06bl 2.2.17]. 

Theoreme 1.3.3. Soit £ un F-Dlp ^-module coherent tel que, pour tout point ferme x de P, le K-espace vectoriel i* (£) 
est de dimension finie. II existe alors un diviseur T de P tel que (' 7 , )(£) soit un F -isocristal sur P\T surconvergent 
le long de T. 

Demonstration. II suffit de reprendre la preuve du theoreme [Car06bl 2.2.17] en rempla5ant « i x » par « /* ». En effet, 
seule la finitude de /*(£) est utilisee. 

□ 

Corollaire 1.3.4. Soit £ un complexe de F-D^ oh (COy q) a support dans X et surcoherent sur ses points fermes. II existe 
alors un ouvert il de CP tel que U HX soit lisse et dense dans X et tel que les espaces de cohomologie de £|H soient 
dans V image essentielle du foncteur spy^ u , (voir \2.11) . 

Demonstration. Comme il existe un ouvert affine il de CP tel que U (IX soit lisse et dense dans X, quitte a remplacer 
CP par it, on se ramene au cas ou X est lisse et X C P se releve en un morphisme u : X <—* CP de V-schemas formels 
lisses. Dans ce cas, spx^y + = u+ ° sPx^x + ( on rappelle aussi que sp„, = sp^^^ + , oil sp designe le morphisme de 
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specialisation de la fibre generique de Raynaud de X vers X : voir 12. Lib . D'apres F analogue p-adique de Berthelot 
du theoreme de Kashiwara (voir |Ber02 5.3.3]), w ou + — ► Id. On peut done supposer X egal a P. II ne coute rien 
non plus de supposer P integre. Etablissons a present une recurrence sur le cardinal de l'ensemble {y',!K J (£) =^ 0}. 
Soit N l'element maximal de cet ensemble. Si le support de "K N (t) n'est pas egal a P, il est alors de dimension 
strictement inferieure a P. Dans ce cas, en enlevant le support de 3i N (E) a P, l'hypothese de recurrence nous permet 
de conclure. Traitons a present le cas oil le support de 3i N (E) est egal a P. Comme pour tout point ferme x de X, 
pour tout entier i ^ {0, . . . ,dp}, pour tout entier j, 0Vi x ('H J (£)) = 0, la deuxieme suite spectrale d'hypercohomologie 
donne % d r +N 'i x (£) i*(K N (£)). Ainsi, i*(3< N (E,)) est un tf-espace vectoriel de dimension finie. D'apres [T331 on 
en deduit qu'il existe un ouvert dense il de CP tel que "K N '(£) |it soit Ou.Q-coherent. Quitte a remplacer CP par il, on peut 
done supposer que 3{ N (£) est Oy.Q-coherent. Dans ce cas, pour tout j ^ 0, Jf ; L/*(Jf Ar (£)) = 0. On termine alors par 
devissage (via le triangle distingue de troncation) grace a l'hypothese de recurrence. 

□ 

Lorsque X est integre et lisse, le corollaire 1 1 . 3 .41 s ' affine de la maniere suivante : 

Corollaire 1.3.5. On suppose X integre et lisse. Soit £ un complexe de F-D^ oh (T>tp q) a support dans X et surcoherent 
sur ses points fermes. II existe alors un diviseur T de P tel que X\T soit dense dans X et tel que les espaces de 
cohomologie de £(^T) soient dans I'image essentielle du foncteur sp x ^ v T , (voir \2.1J\ . 

Demonstration. D'apres fl.3.41 il existe un ouvert il de CP tel que U DX soit lisse et dense dans X et tel que les espaces 
de cohomologie de £|il soient dans I'image essentielle du foncteur sp F ^ u , . Quitte a retrecir U, on peut en outre 
supposer que P \ U est le support d'un diviseur T (on remarque alors que T DX est aussi un diviseur de X). Si X C P 
se releve en un morphisme u : X > CP de V-schemas formels lisses, en notant y l'ouvert de X complementaire de 
rnX, cela signifie que les espaces de cohomologie de M ! (£(^T))|y sont O^Q-coherents. D'apres la caracterisation 
de Berthelot des isocristaux surconvergents de |Ber| (plus precisement, voir |Car06b, 2.2.12]), cela implique que les 
espaces de cohomologie de ir(£(^T)) sont Ox^T nX)Q-coherents. On conclut alors via la description de I'image 
essentielle du foncteur &Px--^T t + de |Car05, 2.5.10]. □ 

2 Sur P equivalence entre surcoherence et surcoherence sur un ferme 

2.1 Cas des isocristaux surconvergents 

2.1.1 (Rappels sur les CD-modules arithmetiques associes aux isocristaux surconvergents et notations). Soient CP un 
V-schema formel separe et lisse, T un diviseur de P, il := CP \ T, X un sous-schema ferme. On suppose que Y := X \ T 
est lisse. 

• On designe par (F-)lsoc f (Y,X/K), la categorie des (F-)isocristaux sur Y surconvergents le long de TDX. 
Lorsque X est propre, la categorie (F-)Isoc^(y,X//T) est independante du choix de la compactification X de Y et se 
note (F-)lsoc^(Y /K). Ses objets sont appeles (F-)isocristaux sur Y. 

• Lorsque X est lisse et T DX est un diviseur de X, on dispose d'un foncteur pleinement fidele note sp x ^y j + 

de la categorie (F '-)Isoc^ (Y ,X / 'K) dans celle des (F-)C0j,(^r)Q-modules coherents a support dans X. En gros, le 
foncteur &Px^T t + se construit de la maniere suivante : lorsque X P se releve en un morphisme de V-schemas 
formels lisses de la forme u : X > CP (e.g., si CP est affine), alors &p x ^-j> j + = u + ° S P*' ou S P designe le morphisme 
de specialisation de la fibre generique de Raynaud de CP vers CP. En verifiant (grace aux proprietes d'independance des 
isocristaux surconvergents et des CD-modules arithmetiques) que ce foncteur ne depend canoniquement pas du choix 
du relevement u, on obtient spx^y t + P ar recollement. 

• On note le foncteur dual Dtp (^T)Q-lineaire. La categorie F-Isoc^(CP, T,X/K) est alors definie de la maniere 
suivante [Car06a, 6.2.1] 

- les objets sont les ,F-CDy(^T)Q-modules surcoherents £ a support dans X tels quelBV^) soit CDjp(^T)Q-surcoherent 
et tels qu'il existe un isocristal convergent G sur Y verifiant £|il sp F ^ u + (G) ; 

- les fleches sont les morphismes F-CDj(^r)Q-lineaires. 
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Lorsque CP est propre, cette categorie F-Isoc^ (CP, T,X/K) ne depend canoniquement pas du choix de (CP, T,X) tels 
que X \ T = Y. Elle sera alors notee F -Isoc 1 ^ (Y / K) . Ses objets sont les « F-isocristaux surcoherents sur Y ». 

• Lorsque Y est un A:-schema separe lisse quelconque, on construit plus generalement la categorie F-lsoc^{Y/K) 
par recollement (voir MCar07l 2.2.4]). De plus, la categorie (F^lsoc^Y/K) des (CF-)isocristaux surconvergents sur Y 
de Berthelot est encore definie. 

• Soit Y un A>schema separe et lisse. D'apres IICar07l 2.3.1], on dispose de l'equivalence canonique de categories 

sp F + : F-Isoc 1 " (Y /K) F-Isoc 1 " 1 " (Y/K). (2.1.1.1) 

La proposition suivante nous sera utile afin d'etablir la premiere etape (i.e., (Q„-i ) (Pn)) de la preuve de l2.2.1l 
Remarquons d'ailleurs qu'ici la structure de Frobenius n'est pas indispensable. 

Proposition 2.1.2. Soient CP un V -schema formel separe et lisse, X un sous-schema ferme lisse de P, T un diviseur de 
P tel que T OX soit un diviseur de X. Soit £ un complexe de ^oh^ipO -Oq) te ^ 1 ue ' pour tout entier j, CH7(£) soit 
dans 1' image essentielle de sp x ^rp T , . 

Alors, le complexe £ est surcoherent sur X si et seulement si £ £ ^surcoh('^3 > o)- 

Demonstration. II resulte de 11.2.4121 (i.e.. [Car04] 3.1.7]) que si £ € D^ mcoh (T) v q) alors £ est surcoherent sur X. 
Reciproquement, supposons £ surcoherent sur X. Comme 1' assertion est locale en CP, on se ramene au cas ou CP est 
affine. L'immersion fermee X <— ► P se releve done en un morphisme u : X <— > CP de V-schemas formels lisses. D'apres 
II. 2. 9|2| w (£) est surcoherent smX. Comme £ est a support dans X, d'apres le theoreme de Kashiwara £ -^-» u + u (£.). 
Comme la surcoherence est stable par le foncteur u+, on se ramene ainsi au cas oil X = P. Par |1.2.9fTl on peut en outre 
supposerX integre. On note dans ce cas X pour CP. 

Soit g X — * X un morphisme lisse de V-schemas formels lisses. D'apres [1.2.7l g- (£) est surcoherent surX. De plus, 
en notant T := g~ l (T), alors g'(£.) — ► ( T r)(g ! (£)) et ses espaces de cohomologie sont dans l'image essentielle du 
foncteur sp^ = sp-^j j , (par commutation des foncteurs de la forme sp^^y T + aux images inverses : voir |Car05 
4. 1 .8]). Pour prouver la surcoherence de £, on se ramene alors au cas ou g = Id, i.e., il suffit de prouver que pour tout 
diviseur Z de X, £(^Z) 6 D^ oh (V x o)- Comme £('Z) — ► £(^ZU T), on peut en outre supposer T C Z. 

Grace au theoreme de desingularisation de de Jong (voir [dJ96Q, il existe un diagramme commutatif de la forme 

Y' ^X'^^-J" (2.1.2.1) 

\b \a \f 

Y ^X— ^-X, 

ou / est un morphisme propre et lisse de V-schemas formels lisses, Y := X \Z, le carre de gauche est cartesien, X 1 
est un ^-schema lisse, u' est une immersion fermee, a est un morphisme projectif, surjectif, generiquement fini et etale 
tel que a~ 1 (Z) soit un diviseur a croisement normaux strict de X' . De plus, comme pour tout entier j, WSL^Z) est 
dans l'image essentielle de sp^ = sp x ^ x z , (i.e., est associe a un isocristal sur Y surconvergent le long de Z), d'apres 

la preuve de ]Car06a[ 6.1.4], le faisceau Jf-'£( t Z) est alors un facteur direct de /+Rr^,/ ! (CH: ; £( t Z)). II suffit done 

d'etablir que f+R^f-W^Z)) e D^P^q). 

Le triangle distingue de localisation de KrL (/ ! £) en Z' := / _1 (Z) s'ecrit (on utilise aussi MCar04l 2.2.18]) : 

K4, nx ,(/ ! £) ^M4,(/ ! £) -^RTt,/ ! (£(tz)) ^ Rr^ nx ,(/ ! £)[1]. (2.1.2.2) 

Par [I"2~7l f £ est surcoherent sur X'. II resulte alors respectivement de ll.2.9l3l et [l.2.9l4l que RT} x , (f £) , W} z >nx> (f £) 6 
£>c oh (I>y,. Q )- Via 12.1.2.21 il en decoule que Rr^.,/ ! (£( + Z)) E D b coh (Vl„ Q ). Puisque, pour tout entier j, WE^Z) est 
un isocristal sur Y surconvergent le long de Z, par HCar05l 4.1.8], pour tout entier i ^ 0, CK , Mr^,/ ! (CK''£(^Z)) = 0. Via 
la deuxieme suite spectrale d'hypercohomologie de RT} x ,f' appliquee a £(tZ), il en resulte CK-'(]Rr x ,/ ! (£(^Z))) — ► 
Rr^.,/ ! (CK 7 £(^Z)). Ainsi, MT} x ,f'('H-'8.(^Z)) est un Djp, ^-module coherent. Par stabilite de la coherence par image 
directe par un morphisme propre, on en deduit que f + RF} x ,f'W(E(^Z)) £ ^ oh (D^ «). D'ou le resultat. 

□ 
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2.2 Cas general 

Theoreme 2.2.1. Soient CP un V - schema formel propre et lisse, X un sous-schema ferme de P, £ G F-D^ oh ( r Dy q) a 
support dans X. Les deux assertions suivantes sont alors equivalentes : 

1. Le F -complexe £ est surcoherent sur X. 

2. Le F -complexe £ appartient a F-D^ mcoh (T>y «). 

Demonstration. II resulte de 11.2.4121 (i.e.. [Car041 3.1.7]) l'implication ([2]| =4> (JTJ). Traitons a present la reciproque. 
Considerons pour tout entier n les deux proprietes suivantes (£, CP et X pouvant naturellement varies mais verifiant les 
hypotheses du theoreme) : 

[P„) Si X est lisse, dimX < n et £ est surcoherent surX alors £ G ^"^ ) surcoh(-^3 > q)- 
(2k) Si dimX < n et £ est surcoherent sur X alors £ G F-D^ mcoh (Dy q). 

En gros, nous allons prouver l'implication (<2«-i) =>■ en nous ramenant par devissage au cas des F-isocristaux 
surconvergents deja traite dans 12.1.21 Puis, on etablit {(Q n -\) et (P n )} (<2n) en desingularisant X a la de Jong et en 
faisant de la descente de F -isocristaux surconvergents. 

1°) Etablissons maintenant l'implication (Q n -\) => (P n )- Supposons ainsi que X est lisse, dimX < n et £ est 
surcoherent sur X. Par 11.2.9111 il ne coute rien de supposer X integre. D'apres fl.3.51 comme £ est a support dans 
X et est a fibres extraordinaires finies, il existe un diviseur T de P tel que T PiX soit un diviseur de X et, pour tout 
entier j, CH7 (^T)(£) soit associe a un F-isocristal surconvergent sur Y := X \ T, i.e., soit dans l'image essentielle du 
foncteur sp x ^ T T + . De plus, il resulte de llCar06al 6.1.4] que W(*T)(£) G F-lsoc n (y,T,X/K). Par contre, on ne 
peut directement utiliser 12.1.21 car il n'est pas immediat que (^T)(£) soit surcoherent sur X (plus precisement que 
(^J)(£) G F-D^ oh (T) T rp q)). Heureusement, lorsque TnX est un diviseur a croisements normaux strict de X, les choses 
se simplifient grace au lemme suivant : 

Lemme 2.2.1.1. Avec les notations de \2.2.1\ supposons X lisse et soit X' un diviseur a croisements normaux strict de 
X. Si dimX < n, £ est surcoherent sur X et (Q n -\ ) est vraie, alors RT^.,(£) G F-D^ mcob (T)y q). 

Demonstration. Comme X' est un diviseur a croisement normaux strict de X, d'apres [T.2.9|4| KT^, (£) est surcoherent 
surX'. Comme dimX' <n—l, l'hypothese que (Q n -i) soit vraie nous permet de conclure. 

□ 

L'idee est maintenant de se ramener au cas ou T P\X est un diviseur a croisements normaux strict de X (cas qui 
permet d' utiliser le lemme l2.2.1.U de la facon suivante : d'apres le theoreme de desingularisation de de Jong, il existe 
un diagramme commutatif de la forme 

x'^-^y 

la \f 
X^+T, 

oil CP' est un espace projectif formel de base CP, / est la projection canonique, X' est un ^-schema lisse, u' est 
une immersion fermee, a est un morphisme projectif, surjectif, generiquement fini et etale tel que a~ l (T (IX) soit 
un diviseur a croisement normaux strict de X'. Notons T 1 = f~ l (T). D'apres [Car06a, 6.3.1], comme 
F-Isoc ft (CP, T,X/K), W^T) est un facteur direct de f+W} X 'f {WZ^T)). 

Par ll.2.7l / ! £ est surcoherent sur X' . D'apres fl .2.9131 Kr^,(/ ! £) est alors surcoherent sur X' . De plus, comme 
(<2«-i) est vraie, il resulte du lemme 12.2.1.11 que KrJ, /nx .,(/ ! £) G F -D^ mcoh (T)y, q)- Oi\ ^ e triangle distingue de loca- 
lisation (voir ll.l.O.lt de Kr^,(/ ! £) en V s'ecrit (on utilise aussi OCar04l 2.2.18]) : 

k4 w (/ ! £) -r4,(/ ! £) -^Kr+ ( / ! (£(tr)) ^rj4 w (/ ! £)[i]. (2.2.1. i) 

On en deduit que Mr^,f'(8,(^T)) est surcoherent surX' (voir ll.2.6l21 >. 

Comme W(8.( f T)) est dans l'image essentielle de sp x ^ V T + , d'apres IICar05l 4.1.8], MT^,/ ! (5C-'£( + r)) est dans 
l'image essentielle du foncteur v +■ En particulier, pour tout entier i ^ 0, D{'M.r} x , f' T)) = 0. Via la 
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deuxieme suite spectrale d'hypercohomologie de KrL/ ! appliquee a E(^T), il en resulte 3-C-i (M.r} x , f' (E( T T))) — ► 
Rr^.,/ ! (3-C 7 £(^r)). Ainsi, IRr^.,/ ! (£(^r)) est un complexe surcoherent surX' dont les espaces de cohomologie sont 
dans l'image essentielle de sp x /^rp/ p + . D'apres 12.1.21 il en resulte que Rr^,/ ! (£(T)) 6 F-D^ UICoh (Dy q). On en de- 
duit done que Rr^,/ ! (M J £(^T)) est un F-D^, ^-module surcoherent. Comme la surcoherence est stable par image di- 
recte parun morphisme propre, celaimplique que f + RT^ x ,f'j{j (E(^T)) G F-D^ UTCoh (T)y q)- Comme JC- 7 (£( T r)) est un 
facteur direct de/ + Rr^/ ! %'(£( + r)), W(E( f T)) est un -module surcoherent. Ainsi, E( f T) SF-^^D^q). 
Via le triangle de localisation de £ en T (voir ll.l.O.U . il en derive que RrJ.(£) est surcoherent sur X (voir 1 1 .2.612b . 
Par 11.2.71 Rrjr(£) est done surcoherent sur TCiX. Comme en outre RTj-(£) est a support dans TtlX, comme 
dimT DX < n — 1, la validite de (Q n -\) implique alors que Mr^(£) G F-D^ mcoh (Dy Q ). On conclut alors via le 
triangle de localisation de £ en T que £ G F-D^^^D^ Q ). 

2°) Pour conclure, il suffit a present de prouver P implication {(Q n -i) et (P n )} =>■ (Qn)- Supposons que dimX < n 
et £ est surcoherent sur X. Soit Z une composante irreductible de X de dimension egale a dimX. II existe un diviseur 
T de P tel que Z\T =X\T et Y := Z\T soit affine, lisse et dense dans Z. Par 11.3.41 comme £ est surcoherent 
sur Z, quitte a augmenter T, on peut supposer que, pour tout entier j, en notant H := CP \ T, il existe un (unique a 
isomorphisme non canonique pres) F-isocristal convergent Gj sur Y tel que CK 7 £|il -—> spy^u. ® n dispose 

grace au theoreme de desingularisation de de Jong du diagramme commutatif : 

Y 1 ^Z'^^CP' (2.2.1.2) 

\b \a \f 

Y s- Z — "—^ CP, 

ou CP' est un espace projectif formel de base CP, / est la projection canonique, le carre de gauche est cartesien, Z' est 
un fc-schema lisse, u' est une immersion fermee, a est un morphisme projectif, surjectif, generiquement fini et etale. 
Quitte a agrandir T, on peut en fait supposer que le morphisme b est fini et etale. Notons T' := f (T), it' := CP' \ T' 
et g : it' — > it le morphisme induit par /. 

Comme /est lisse et E(^T) est Dy(^7 , )Q-coherent, / ! (£(^T)) est done Djp,(^T')Q-coherent. Comme f est en outre 
propre, on obtient alors par adjonction (voir [Til : /+/ ! (£( + r)) -> £( + r). On en deduit : f+W} z ,f {E{ f T)) -> E( f T). 
En lui appliquant W , cela donne la fleche : W f+MT^f- (£(^ T)) — » CH^fi^r). Nous allons maintenant prouve que 
Wf + RT} z ,f- (£ (t r) ) f+ (Wmr^J- (£ ( f r) ) ) . Nous aurons pour cela besoin du lemme ci-apres : 

Lemme 2.2.1.2. Avec les notations de I'etape 2°) de la preuve de\Z2j\ pour tout entier j, WM%,f(E(*T)) est un 

V Q-module surcoherent. De plus, il existe un F-isocristal E'j surconvergent sur Y' tel que 
s Pz'^3" T' + (F'j) et F'j — > b* (Gj), oil E'j est le F-isocristal convergent sur Y' induit par E'j. 

Demonstration. Comme £ est surcoherent sur Z, par ll .2.7l et |l .2.9131 RTj z ,f'(E) es * surcoherent sur Z'. L'hypothese 
(P n ) implique alors que RT} z ,f (£) G F -D^cohC^o" q)- Comme Rr^,/ ! (£( + r)) (T')RTj,,/ ! (£), la stabilite de la 
surcoherence par foncteur de localisation entraine que MT^/f^E^T)) G F -D^ mcoh (T)}p, „). Ainsi, WMT^f^E^T)) 
est un CDy, ^-module surcoherent. 

Comme %J'E\U sp F ^ u + (Gj) alors Rr^ ! (CH: ; '£|il) sp Y ,^ u , + (b*Gj) (voir HCar05l 4.1.8]). Ainsi, pour 
tout entier i ^ 0, 3-C'M.r^,g ] (CH7 £|il) = 0. Via la suite deuxieme spectrale d'hypercohomologie de Rr^,g ! utilisee 
pour £|il, il en resulte WRr^ ! (£|it) ^ Rr^ ! (J{>£|i(). Or, WRrJ / / ! (£( t 7'))|il' MWL$,g\£\i£)- D'ou : 
CK ; 'Rr^/ ! (£( t r))|il' &p Y '^iL',+ (b*Gj). Puisqu'en outre Wmr^,f l (E^T)) est un 2)3p, (^T')Q-module coherent 
et a support dans le sous-schema ferme lisse Z', il en decoule, avec la description de l'image essentielle du foncteur 
sp z /^;p/ T i + (voir [Car05, 4.1.9] et |Car06b, 2.2.12], ou la fin de la preuve de ll. 3. 5b . qu'il existe un F-isocristal Ej sur- 
convergent sur Y' tel que WMI^ z ,f-(E^T)) sp z ,^yi T , + {E'j). Comme sp Z '^>7' t< ~^ s Pf'^u',+ (^';')' 
on en deduit alors E'j b*(Gj) (on rappelle que le foncteur sp y /^ u / + est pleinement fidele). 

□ 
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Or, pour i ^ 0, J{'/ + sp z /^ r / T i i+ (E'j) = 0. En effet, comme f+spz'^T' j> .+ (E £ EP oh (T>y( T T)q) (car la cohe- 
rence est preservee par F image directe d'un morphisme propre), il suffit d'apres [Ber96, 4.3.12] de le voir en dehors 
de T. Or, comme b est fini et etale, /+sp z /^jy T i g + sp Y '^ti',+ (Ej) s Pf^u,+ (^*^;)' ou Ej est ^ e F- 

isocristal convergent sur Y' induit par E', et b*E'j est l'isocristal convergent sur Y image directe par b de E 1 , (ce dernier 
a bien un sens car b est fini et etale, d'ailleurs en considerant les sections globales, il correspond canoniquement au 
foncteur oubli). Via la deuxieme suite spectrale d'hypercohomologie de /+ utilisee pour le complexe KrJ,,/ ! (£(''T)), 
d'apres le lemme |2~2~L2l il en resulte l'isomorphisme / + (5C- / "KT^/ 1 (£( t r))) ^/ + (Mr^,/ ! (£( + r))). 

On obtient alors par composition le morphisme : f + (WWTj z ,f' (£(^r))) — > WE^T). Pour terminer la « des- 
cente », nous construisons un second morphisme (qui donne une section de notre premier morphisme en dehors de T) 
de la facon suivante. 

Via l'equivalence de categories (preuve de [Car06a, 6.5.3]) : 

F-lsoc^Y/K) eiF-IsoJ(Y'/K) Xp^^^^F-lsoc^YJ/K), (2.2.1.3) 

il existe un F-isocristal Ej surconvergent sur Y tel que b*(Ej) -^-> E'- et Ej —> Gj. D'apres HCar07l 1.3.6], on dispose 
de £ ; - := sp Y + (Ej) G F-Isoc^ (Y/K) = ,F-Isoc T ^(CP, T,Z/K). Lors de la preuve de lCar06al 6.3.1], nous avons construit 
(en « dualisant » le morphisme d'adjonction) le morphisme canonique £ ; - — » /+Rr!,;/ ! (£/). O f > ?f RH z // ! (£(T)) -^-» 
s Pz'^3", t'.+ (E)) (voirle lemme l2~2.1.21 i et Rr^,/ ! (£ ; ) sp z i r ^ v , T i + (b*(Ej)) (d'apres ICar06al 6.3.1]). Puisque 
b*(Ej) E' p on obtient alors Rr^,/ ! (£ 7 ) W'W*,f(£pT)). D'oulafleche : £,• / + JC^KT^/ ! (£( t r)). 

En composant nos deux morphismes, on obtient : £ ; - — > CH^fi^r). Par construction, ce dernier est un isomorphisme 
en dehors de T. Comme c'est en outre un morphisme de CDy (^T)q -modules coherents, d'apres |Ber96, 4.3.12], on en 
deduit £,■ JC- / £( t 7'). En particulier, JC^fifr) est un facteur direct de f+WRY^j'-^^T)). 

Comme KTj z ,f ] (£(^T)) G •f , -£ ) surcoh(^- ) 5" o)' P ar sta t>ilite de la surcoherence par l'image directe d'un morphisme 
propre on obtient alors f+WRr} z ,f (£( f r)) G F-D^ mcoh (T>tpQ). II en resulte que W^T) G F-D^^Dl^), ce qui 
est equivalent a dire que E^T) G F-^surcohC^y q)- 

Via le triangle de localisation de £ en T (voir ll.l.O.U . pour verifier que £ G F -D^ mcoh CDy q)> ^ suffit d'etablir que 

KTr(£) G ^-£>sureoh( I) y.Q)- Si dimT nX < n - 1 (ce qui est le cas par exemple si Z = X), cela resulte de l'hypothese 
que (Qn-i) est vraie. Autrement, si dimT PiX = dimX = «, onremarque que mi possede au moins une composante 
irreductible de dimension egale a n de moins que X. On conclut alors par recurrence sur le nombre de composantes 
irreductibles de dimension egale an. □ 

Remarques 2.2.2. L'hypothese que CP soit propre et la structure de Frobenius dans l2.2.T1 sont sans-doute superflues. 
Elles nous ont cependant ete utiles dans la preuve via le corollaire ll.3.41 l'equivalence de categories 12. 2. 1.3l et aussi 
via l'utilisation de l'equivalence de categories induite par sp y+ (voir l2.1.1.U . Une fois etendues ces trois resultats au 
cas des isocristaux partiellement surconvergents (ce qu'il est tres loin d'etre evident), on obtiendrait alors F extension 
de 12.2.11 du cas ou CP est propre et lisse avec structure de Frobenius au cas oil CP est separe et lisse sans structure de 
Frobenius. 
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